
第二章　一元二次函数、方程和不等式

２２　基本不等式

我们知道，乘法公式在代数式的运算中有重要作用．那

么，是否也有一些不等式，它们在解决不等式问题时有着与

乘法公式类似的重要作用呢？下面就来研究这个问题．

前面我们利用完全平方公式得出了一类重要不等式：

犪，犫∈犚，有

犪２＋犫２≥２犪犫，

当且仅当犪＝犫时，等号成立．

特别地，如果犪＞０，犫＞０，我们用槡犪，槡犫分别代替上式中的犪，犫，可得

槡犪犫≤
犪＋犫

２
， （１）

当且仅当犪＝犫时，等号成立．

通常称不等式 （１）为基本不等式 （ｂａｓｉｃｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ）．其中，
犪＋犫

２
叫做正数犪，犫的

算术平均数，槡犪犫叫做正数犪，犫的几何平均数．

基本不等式表明：两个正数的算术平均数不小于它们的几何平均数．

上面通过考察犪２＋犫２≥２犪犫的特殊情形获得了基本不等式．能否直接利用不等式的性

质推导出基本不等式呢？下面我们来分析一下．

要证

槡犪犫≤
犪＋犫

２
， ①

只要证

２槡犪犫≤犪＋犫． ②

要证②，只要证

２槡犪犫－犪－犫≤０． ③

要证③，只要证

－（槡犪－槡犫）２≤０． ④

要证④，只要证

（槡犪－槡犫）２≥０． ⑤

显然，⑤成立，当且仅当犪＝犫时，⑤中的等号成立．

只要把上述过程倒过来，就能直接推出基本不等式了．
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图２．２１

在图２．２１中，犃犅 是圆的直径，点犆 是犃犅 上一点，

犃犆＝犪，犅犆＝犫．过点犆 作垂直于犃犅 的弦犇犈，连接犃犇，

犅犇．你能利用这个图形，得出基本不等式的几何解释吗？

如图２．２１，可证△犃犆犇 ∽△犇犆犅，因而犆犇＝槡犪犫．由于犆犇 小于或等于圆的半

径，用不等式表示为

槡犪犫≤
犪＋犫

２
．

显然，当且仅当点犆与圆心重合，即当犪＝犫时，上述不等式的等号成立．

例１ 已知狓＞０，求狓＋
１

狓
的最小值．

分析：求狓＋
１

狓
的最小值，就是要求一个狔０（＝狓０＋ １

狓０
），使狓＞０，都有

狓＋
１

狓
≥狔０．观察狓＋

１

狓
，发现狓·

１

狓
＝１．联系基本不等式，可以利用正数狓和

１

狓
的算术

平均数与几何平均数的关系得到狔０＝２．

解：因为狓＞０，所以

狓＋
１

狓
≥２ 狓·

１

狓槡 ＝２，

当且仅当狓＝
１

狓
，即狓２＝１，狓＝１时，等号成立，因此所求的最小值为２．

在本题的解答中，我们不仅明确了狓＞０，有狓＋
１

狓
≥２，而且给出了 “当且仅当狓＝

１

狓
，即狓２＝１，狓＝１时，等号成立”，这是为了说明２是狓＋

１

狓
（狓＞０）的一个取值．想一

想，当狔０＜２时，狓＋
１

狓
≥狔０成立吗？这时能说狔０是狓＋

１

狓
（狓＞０）的最小值吗？

例２　已知狓，狔都是正数，求证：

（１）如果积狓狔等于定值犘，那么当狓＝狔时，和狓＋狔有最小值２槡犘；

（２）如果和狓＋狔等于定值犛，那么当狓＝狔时，积狓狔有最大值
１

４
犛２．

５４
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证明：因为狓，狔都是正数，所以

狓＋狔

２
≥ 狓槡狔．

（１）当积狓狔等于定值犘时，

狓＋狔

２
≥槡犘，

所以

狓＋狔≥２槡犘，

当且仅当狓＝狔时，上式等号成立．于是，当狓＝狔时，和狓＋狔有最小值２槡犘．

（２）当和狓＋狔等于定值犛时，

狓槡狔≤
犛

２
，

所以

狓狔≤
１

４
犛２，

当且仅当狓＝狔时，上式等号成立．于是，当狓＝狔时，积狓狔有最大值
１

４
犛２．

��

１．已知犪，犫∈犚，求证犪犫≤（犪＋犫
２
）
２

．

２．已知狓，狔都是正数，且狓≠狔，求证：

（１）
狓

狔
＋
狔

狓
＞２；　　 （２）

２狓狔

狓＋狔
＜ 狓槡狔．

３．当狓取什么值时，狓２＋
１

狓２
取得最小值？最小值是多少？

４．已知－１≤狓≤１，求１－狓２的最大值．

５．已知直角三角形的面积等于５０ｃｍ２，当两条直角边的长度各为多少时，两条直角边的和最小？最小

值是多少？

基本不等式在解决实际问题中有广泛的应用，是解决最大 （小）值问题的有力工具．

例３ （１）用篱笆围一个面积为１００ｍ２的矩形菜园，当这个矩形的边长为多少时，所

用篱笆最短？最短篱笆的长度是多少？

（２）用一段长为３６ｍ的篱笆围成一个矩形菜园，当这个矩形的边长为多少时，菜园

的面积最大？最大面积是多少？

分析：（１）矩形菜园的面积是矩形的两邻边之积，于是问题转化为：矩形的邻边之积

为定值，边长多大时周长最短．
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